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( )
1 . (– SSP )
$\mathrm{C}=\mathrm{H}+p\vee\neg p$ $l\bm{1}+\neg p\vee\neg\neg p$
.
Lemma 1 ( ) $B$ , $\mathrm{v}\mathrm{a}r(B)$ $B$ .
.
1 .
$\mathrm{H}\vdash(\bigwedge_{\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)}p\vee\neg p)\supset(B\vee\neg B)$
,
2.
$\mathrm{H}\vdash(\bigwedge_{\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)}\neg p\vee\neg\neg p)\supset(\neg B\neg\neg B)$
.
Proof.) $B$ . Q.E.D.
Corollary 2 ( ) $B$ , .
1 . $\mathrm{C}\vdash B$ if and only if $\mathrm{H}\vdash$ $( \wedge p\neg p)\supset B$,
$\mathrm{p}\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\langle B)$
2. $\mathrm{H}+\neg p\neg\neg p\vdash B$ if and only if $\mathrm{H}\vdash$ $( \wedge \neg p\vee\neg\neg p)\supset B$ .
$p\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)$
simple substitution property (SSP) ,
.
– SSP , Craig
.
Leamm $ $P$ $A\zeta p$) $SSP$ , $\mathrm{H}+A\zeta P$)
Craig .
, - $SSP$ .
Proof.) $\mathrm{H}+A(p)\vdash B\supset c$ . , SSP
$\mathrm{H}\vdash$ $\wedge$ $A(p)\supset(B\supset C)$
1 $(B\supset C)$
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.$\mathrm{H}\vdash$ $(B\wedge \wedge A(p).)\supset( \wedge A(p)\supset C)$
$\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)$ $\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(C)$
, $\mathrm{H}$ Craig , $\mathrm{v}\mathrm{a}r(D)\subseteq \mathrm{v}\mathrm{a}r(B)\cap \mathrm{v}\mathrm{a}r(C)$
$D$
$\mathrm{H}\vdash$ $(B\wedge \wedge A(p))\supset D$ ,
$p\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)$
$\mathrm{H}\vdash D\supset( \wedge A(p)\supset C)$
$\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}r(C)$
. ,
$\mathrm{H}+A(p)\vdash B\supset D$ ,
$\mathrm{H}+A(p)\vdash D\supset C$
$\mathrm{H}+A(p)$ Craig . Q.E.D.
SSP , – SSP
Craig .
, Maksinmva [5] .
Lemma 4 (Maksimova) $\mathrm{S}4+$ P\supset P S4+ P $\equiv$ $\square$P $SSP$ .
, Craig .
, SSP $\mathrm{M}\mathrm{c}\kappa\dot{\mathrm{g}}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{y}$-Tarski translation SSP
. ( $\mathrm{S}5=\mathrm{S}4+T(P^{}-p)$
).
, Craig , SSP
.
Fact 5 $B$ Sub $(B)$ . , .
1 . $\mathrm{S}5\vdash B$ if and only if $\mathrm{S}4\vdash$ $( \wedge \square C\square \neg\square C)\supset B$,
C\epsilon Sub $(B)$
2. $\mathrm{S}4.2\vdash B$ if and only if $\mathrm{S}4\vdash$ $( \wedge \square \neg\square c\vee\square \text{ }\square c)\supset B$ .
C\epsilon Sub $(B)$
– .
$\mathrm{R}i\mathrm{v}$ $=$ $\mathrm{S}4+p\supset\square p$
$\mathrm{S}4\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{Z}$ $=$ $\mathrm{S}4+\square (\square (p\supset\square p)\supset P)\supset P$
S4.1.4 $=$ $\mathrm{S}4+\square (\square (p\supset\Pi p)\supset p)\supset(\square \text{ }\square P\supset p)$ .
– ,
Craig mite model property .
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2 semantics sequent style system.
, [4] Prawitz-Malmni [7] ,
[6] Lo .
Defimltion 6( intS4 ) intS4 $\supset,$ $\wedge,$ $\vee,$ $\neg,$ $\square$
$\mathcal{L}0$ .
$\bullet$ $\mathrm{H}$ ,






intS4 modus ponens, $\mathrm{n}\mathrm{e}\infty \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ substitution
.
A $\neg\square \neg A$ .
Definltion 7 ( fraxne ( fraxne) [6]) $\mathrm{M}=\langle M, \leq, R\rangle$
, frame .
$\bullet\leq$ $M$ .
$\bullet$ $R$ $M$ .
$\bullet$ $R$ $\leq$ . $a\leq b$ $aRb$ .
frame $\mathrm{M}$ $a\in M$ , a $b\in M$ $\leq$ $R$
ame . $a$ frame . $a\in M$
frame $\mathrm{M}$ , $\mathrm{M}$ rooted .
Definltion 8( model) ame $\mathrm{M}=\langle M, \leq, R\rangle$ , $a\in M$
$P$ $a\models p$ $\mathrm{M}$
$a\models p,$ $a\leq b\Rightarrow b\models p$
.
$\models$ $a\in M$ $\mathcal{L}0$ $A$ .
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$\bullet$ $a\models A\wedge B\Leftrightarrow$ ($a\models A$ $a\models B$),
$\bullet$ $a\models A\vee B\Leftrightarrow$ ($a\models A$ $a\models B$),
$\bullet$ $a\models A\supset B\Leftrightarrow\forall b$ (($a\leq b$ $b\models A)\Rightarrow b\models B$ ),
$\bullet$ $a\models\neg A\Leftrightarrow\forall b$ ($a\leq b$ $b\# A$),
$\bullet$ $a\models\square A\Leftrightarrow\forall b$ ($aRb$ $b\models A$).
ame $\mathrm{M}$ $\models$ model .





Fact 9 ( [6]) $\mathrm{M}$ me, $\models$ $\mathrm{M}$ .
1. $a\leq b$ $a\models A$ $b\models A$ .
2. $\mathrm{M}_{a}$ $a$ $\mathrm{M}$ Pame, $\models’$ $\models$ $M_{a}$ ,
$a\models A$ if and $mly$ if $a\models’A$ .
3. $L(\mathrm{M})$ .
Defimltion 10 $\mathrm{L}$ frame $\mathrm{M}$ ,
$\mathrm{L}=\cap L(\mathrm{M}_{i})$
, . $\mathrm{M}$
, $\mathrm{L}$ finite model property .
Theorem 11 (Ono [6]) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40$ semantics , finite model pr\rho pe
.
canonical model filtration method , sequent
calculus Kripke type semantics .









$\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\mathrm{O}$ , G’ntS4 , GintS4 G’intS4
cut-elimination \mbox{\boldmath $\omega$}\mbox{\boldmath $\pi$}m .
$\mathrm{L}\mathrm{J}$ LK S4 cut- ee .
$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}11$ $\mathrm{G}’\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}40$ cut-ehmination .
$\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40$ $\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{t}- \mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{m}\dot{\mathrm{i}}$ ation Craig .
Theorem 1$ $\mathrm{t}\mathrm{B}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{i}\epsilon \mathrm{i}\acute{\mathrm{C}}[2])$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}4_{\mathrm{O}}$ Crvnig .




Lemma 14 $\mathrm{M}=\langle M, \leq, R\rangle$ me .
1. $\square p\vee\square \neg\square p$ $\mathrm{M}$ $R$ .
2. $\square \neg\square p\vee\square \neg\square \neg\square p$ $\mathrm{M}$ $a,$ $b_{1},$ $b_{2}\in M$
$c\in M$ .
$aRb_{1},$ $aRb_{2}$ $b_{l}Rc$, h b.
3. $\square p\neg\square p$ $\mathrm{M}$
$a\leq b$ $bRn$
.
4. $p\supset\square p$ $\mathrm{M}$ $\leq=R$ .
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5. $P^{\neg}P$ $\mathrm{M}$ $\leq$ .
6. $\neg p\vee\neg\neg p$ $\mathrm{M}$ $a,$ $b_{1},$ $b_{2}\in M$
$c\in M$ .
$a\leq b_{1},$ $a\leq b_{2}$ $b_{1}\leq c,$ $b_{2}\leq c$.
ffltration method .
Lemma 15 $A(p)$ .
pV $\square$ \neg $\square$p, $\square \neg\square p\vee\square \neg\square \neg\coprod p,$ $\square p\vee\neg\square p$.
,




$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\mathrm{O}}\forall$ $( \wedge \square A(C))\supset B$
C\epsilon Sub(B)
. $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40$ nite model property rooted frmoe $\mathrm{M}=$
$\langle M, \leq, R\rangle$ model $\langle \mathrm{M}, \models\rangle$ .
$\mathrm{O}\models\square A(C),$ $(\square C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B))$,
$0\# B$ .
$\bullet$ $A(p)$ $\square p\vee\square \neg\square _{P}$ .
$\mathrm{M}’=\langle M’, \leq’, R’\rangle$ $\models’$ .
$M’=M,$ $\leq’=\leq,$ $R’=M\mathrm{x}M$,
$a\models’p\Leftrightarrow a\models p$ .
$A\omega$) $\mathrm{M}’$ . claim , $D$ $B$
intS4 $+A(p)\psi B$
.
claim $D\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ ,
75
$a\models’D$ if and only if $a\models D$ .
$D$ $\square C$ . $R$
$a\models’D$ $a\models D$
.















$\mathrm{M}’=\{M’,$ $\leq’,$ $ff\rangle$ $\models’$ .
$M’=M,$ $\leq’=\leq$ ,




claim $D\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ ,
$a\models^{J}D$ if and only if $a\models D$ .
$D$ C . $R$
$a\models’D$ $a\models D$
.















$\bullet$ $A[p$) $\square pV\neg\square p$ .
$\mathrm{M}’=\langle M^{j}, \leq’,R\rangle$ $\models’$ .
$M’=M,$ $\leq^{J}=\leq$ ,
$H=$ { $(a,$ $b)|aRb$ $b\leq a$}
$a\models’p\Leftrightarrow a\models p$.
claim $\square C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ $a\leq b$ ,
$b\models\square C$ $a\models\square C$.
$b\models\square C$ $a\#\neg\square C$ $a\models\square c_{V\neg\square }C$
$a\models\square C$.
clalm $\square C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ ,
$a\models’\square C$ $a\models\square C$.
$a\#’\square C$ $aKb$ $b\#’C$ $b$ . , $c_{1},$ $\ldots,$ $c_{n}\in M$
,
$a=c_{0}SC_{1}s\cdots S\text{ }=b$ ($S=R$ $\leq^{-1}$ )
claim $n$ $a\#\square C$ .
Q.E.D.
Lemma 16 $A(p)$ .
$p\supset$ p.
,




$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40\forall$ $( \wedge \square A(p))\supset B$
$\not\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B)$
78
. $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40$ finite model pr.operty rooted oe $\mathrm{M}=$
$\langle$$M,$ $\leq,$ $R)$ model .
$\mathrm{O}\models\square A\zeta p),$ $(p\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B))$,
$0\# B$
, $\sim$
a\sim b\Leftrightarrow \Leftrightarrow (aB l $bRa$)
,
$M’=M/\sim$
, $a\in M$ $\overline{a}$ .
I -b\Leftrightarrow \Leftrightarrow aR\sim




, $D\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ , .
$a\models’D$ if and only if $a\models D$.
Q.E.D.
Lemma 17 $A(p)$ .
$p\vee\neg p,$ $\neg p\mathrm{v}\neg\neg p$.
,
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\mathrm{O}}+A\mathrm{C}p)\vdash B\Leftrightarrow \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\square }\vdash( \wedge \square A(p))\wedge( \wedge \square A(\square C))\supset B$ .
$\mathrm{p}\in \mathrm{v}\mathrm{a}r(B)$ C\epsilon sub(B)
.
Proof.) $\Rightarrow$ .
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40\psi$ ( $\wedge$ $\square A(p)$ ) $\wedge($ $\wedge$ $\square A(C))\supset B$
$p\in \mathrm{v}\mathrm{a}t(B)$ $\text{ }c\epsilon \mathrm{s}_{\mathrm{u}}\mathrm{b}(B)$
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. $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40$ finite model property rooted frame $\mathrm{M}=$
$\langle M, \leq, R\rangle$ model .
$\mathrm{O}\models\square A(p),$ $(\rho\in \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}(B))$,
$\mathrm{O}\models\square A(C),$ $(\square C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B))$,
$0\# B$
$\bullet$ $A(_{\sim}p)$ $P^{\neg}P$ .
$\leq$ $\sim$ .
$M’=M/\sim$
, $a\in M$ $\overline{a}$ . , $H$
$\overline{a}R$ $b\Leftrightarrow\exists c,$ $d$($a\sim c,$ $b\sim d$ $cRd$)
.
claim $R’$ $M’$ , $\mathrm{M}’=(M’,$ $=,$ $R’\rangle$ $\models^{j}$
$\overline{a}\models’p\Leftrightarrow a\models p$
. , $C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ ,
$a\models D$ if and only if $\overline{a}\models’D$
.
$a\leq b$ $b\models P$ $a\models P^{\neg}p$ $a\models P$ , $a\sim b$
$a\models p$ if and only if $b\models p$ . $\models’$ well-defined
.
$D$ C . $a\models\square C$ . $a\models\square C\mathrm{v}\neg\square c$ $a\sim c$ $c\models\square C$
, $\overline{a}R^{j}\overline{b}$ $b\models\square C$ $b\models C$ .
, $b\models’C$ $a\models’\square C$ .
$\bullet$ $A(p)$ $\neg p\vee\neg\neg p$ .




, $a\in M$ $\overline{a}$ . ,
$\overline{a}R^{\Gamma}b\Leftrightarrow\exists c,$ $d$($a\sim C,$ $b\sim d$ $cRd$)
. , .
claim $H$ $M’$ , $\mathrm{M}’=\langle M’, =, R’\rangle$ $\models’$
$\overline{a}\models’p\Leftrightarrow a\models p$
. , $C\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(B)$ ,
$a\models D$ if and only if $\overline{a}\models’D$
.
Q.E.D.
Corollary 18 $A(p)$ .
$\square p\vee\square \neg\square p$ , $\coprod_{\neg\square p\vee}\square \neg\square \neg\square p_{t}$ $\square p\vee\neg\square p$,
$p\supset\square p,$ $p\vee\neg p,$ $\neg p\neg\neg p$ .
, intS4 $+A(p)$ finite model p\mbox{\boldmath $\pi$}pe , Craig .
Remark Luppi [3] Craig
, $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\mathrm{O}}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\square +\square p\square \neg\square p$ Craig
.
4 cut-free systems
$\mathrm{S}4\mathrm{c}_{\mathrm{r}2}=\mathrm{s}4+\square (\square (p\supset\square p)\supset p)\supset p$ $\mathrm{L}\mathrm{K}$ $(\square arrow)$
, cut- oe . ([1])
$\square \Gamma,$
$\square$ ( $A\supset$ A)\rightarrow A
(Grz $arrow\square$ )
$\overline{\square \Gammaarrow\square A}$
cut-elimination mtactical , LJ $(\square arrow)$ $(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{z}arrow\square )$
. .
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Lemma 19 $A\zeta p$) $\square (\square (p\supset\square p)\supset p)\supset p$ LJ $(\square arrow)$ $(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{z}arrow\square )$
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40+A(p)$ cut-free .
Lemma 20
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\mathrm{O}}+A(p)\vdash B\Leftrightarrow \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40\vdash( \wedge \square A(C))\supset B$.
$\mathrm{o}c\epsilon \mathrm{s}_{\mathrm{u}\mathrm{b}(B})$
Proof.) $\Rightarrow$ .
$B$ cut-free subformula property
.
positive $\square C$ $B$ positive .
, $(\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{z}arrow\square )$ principal formula $\square C$ $B$ subformula
. . Q.E.D.
Lemma 21 (cf. [8]) $\mathrm{L}$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\square$ normal dension . $V(\mathrm{L})$ $V’(\mathrm{L})$
$\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\mathrm{O}$ .
$\bullet$ $V(\mathrm{L})\Gammaarrow$ , $\mathrm{L}\vdash\Gammaarrow$ ,
$\bullet$ $V’(\mathrm{L})\square \Gammaarrow$ , $\mathrm{L}\vdash\square \Gammaarrow$ .
cut-Fee .
Proof.) [8] $V(\mathrm{L})$ . Q.E.D.
Lemma 22 $A(p)$ $\square \neg\neg p\supset\neg\neg\square p$ . $\mathrm{S}4\vdash\neg B$
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4_{\mathrm{O}}\vdash($ $\wedge$ $\square A(C))\supset\neg B$ .
C\epsilon Sub(B)
Proof.) S4 cut-free $\neg B$ cut-free
. Q.E.D.
Lemma 23 $A(p)$ $\square \neg\square \neg p\supset\neg\square \neg\square p$ . $\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\vdash\neg\square B$
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40\vdash$ $( \wedge \square A(C))\supset\neg B$ .
$\mathrm{o}c\in s_{\mathrm{u}}\mathrm{b}(B)$




$V(\mathrm{S}4)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}40+\square \neg\neg p\supset\neg\neg\square p$,
$V’(\mathrm{I}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v})=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\square +\square \neg\square \neg p\supset\neg\square \neg\square p$.
, $A\mathrm{C}\mathrm{P}$)
$\square \neg\neg p\supset\neg\neg\square p$, $\square$ \neg \neg p\supset \neg $\square$ \neg $\square$p




$\square (\square (p\supset\square p)\supset p)\supset p,$ $\square \neg\neg p\supset\neg\neg\coprod p,$ $\square \neg\square \neg p\supset\neg\square \neg\square p$
intS40+A(P) Cfuig .
Proof.) (cf. [8]) Lemma 20 Corolary 24 .
Q.E.D.
5





$A,$ $\square \Gammaarrow\text{ }\Delta$






$A,$ $\square \Gammaarrow\text{ }\Delta$
A, $\square \Gammaarrow\text{ }\Delta$
. cut-ehhmination ,




$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}4\mathrm{O}+P\supset\text{ }p+\text{ }p\supset\text{ }p+\square (p\supset q)\supset(\text{ _{}p}\supset\text{ }q)$
Craig .




. , $\square$ P\supset $\square$P .
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